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A(z) —analitik funksiyalarning xossalari

Asrorova Charos Baxtiyor qizi.
“TIQXMMI” Milliy tadqiqotlar universitetining Qarshi irrigatsiya va agrotexnologiyalar insituti,
‘“Matematika va tabiiy fanlar” kafedrasi stajor-assistenti.
Doniyorov Abror Raxmidin o‘g‘li.
Qarshi davlat universiteti, ‘‘Matematik analiz va differensial tenglamalar” kafedrasi stajor-
assistenti.

Annotatsiya. Ushbu magolada A(z)-analitik funksiyalarning ba’zi xossalari,ushbu funksiyalar
uchun Koshi teoremasining analogi,Koshi formulasi, Veyershtrass teoremasining analogi hamda Shvarts
lemmasining analogi keltirilgan.

Kalit so‘zlar. A(z)-analitik funksiyalar,chiziqli kombinatsiya, gomeomorf,qo‘zg‘almas
nugta,golomorf funksiya,Beltrami tenglamasi,Koshi teoremasining analogi,Koshi formulasi,Veyershtrass
teoremasining analogi,Shvarts lemmasining analogi.

1-xossa. Chekli sondagi A(z) —analitik funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi yana A(z) -

analitik  bo‘ladi, ya'ni agar f,(2), f,(2),.....,T.(2) - A(z) —analitik funksiyalar va
a; R, ]=1,2,...,n bo'lsa, uholda f(2) =0yt (2)+a,f,(2)+...+, f (2) funksiya ham A(z)
- analitik bo ‘ladi.

Ushbu xossaning isboti bevosita ta’rifdan va Da operatorning chizigliligidan kelib chigadi.
2-xossa. Ikkita A(z) —analitik funksiyalar ko ‘paytmasidan iborat funksiya ham A-analitik

funksiva bo‘ladi, ya'ni agar f,(z), 1,(z) — A(z) —analitik funksiyalar bo‘lsa, unda ularning
ko ‘paytmasi f,(z)- f,(z) ham A(z) —analitik funksiya bo ‘ladi.
Isbot. f,(z), f,(z) — A(z) — analitik funksiyalar bo‘Isin. Unda D_Afl(Z) =0 va D_AfZ(Z) =0

, ya'ni 8;;2) A(z)- afé(zz) va af;;Z) A(z)- A ( ) bo‘ladi. Bu tengliklardan
: @) ) _
E[ fl(z)' fz(z)] - f2(2)+ fl(z)
of (z)

=A(2)- a(z ) -1,(2)+ f,(2)- A(2)-

—A()( 1D ¢ )+ 1,(2)- (Z)]=A<z)-§[f1(z)-f2(z)]

ni hosil gilamiz. Bundan esa bizga zarur tasdiq kelib chigadi.
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3-xossa. lkkita A(z)-analitik funksiyalarning nisbati ham A(z)-analitik funksiya bo ‘ladi, ya’ni
» : f (z :
f,(2), f,(z) - A(z)— analitik funksiyalar ( f,(z) #0) bo Isa unda % funksiya ham A(z) -
Z
2
analitik funksiya bo ‘ladi.
Isbot. f,(z) va f,(z) funksiyalar differensiallanuvchi funksiyalar va f,(z)#0 bo‘lganligi

uchun % funksiya ham differensiallanuvchi. Ular A(z)-analitik funksiyalar, ya’ni
of(2) _ élf(Z) , 0(2) _ oH(2)
= =A(2)- = = (Z)? tengliklar o‘rinli bo‘lganligi uchun
o (z) . ( )
@) | & -f,(2) - f(z)
f,(z) [fz(z)]
A @)-a0 T 1)
i [, i
of,(2) of,(2)
o "By M e[t
A(2) > = A7)
[fz(Z)] oz| f,(z)

bo‘ladi va bu aytilgan tasdigni isbotlaydi.

4-xossa. Agar f(z) funksiya A(z) - analitik funksiya bo ‘Isa, u holda qunksiya A(z) -
antianalitik funksiya bo ‘ladi.

Bu xossaning isboti bevosita ta’rifdan kelib chigadi.

Ta’kidlash lozimki, A(z) =0 bo’lganda mos ravishda analitik va antianalitik funksiyalarning
ta’riflarini hosil qilamiz.

| A(z) <1 bo’lgan holda D sohaning deyarli hamma yerida gomeomorf yechim oriyentatsiyani
o’zgartirmaydi, | A(z) |>1 bo’lgan paytda D ning shunday gism to’plamlari mavjud bo’lib, birida
deyarli hamma yerida o’zgaradi. Bu holatlarda Beltrami tenglamasi formal aniglanadi. Bu hol giziqgarli
ifodalanadi, qachonki, bir vaqtning 0’zida D ning shunday qgism to‘plamlari mavjud bo‘lib, birida deyarli
hamma yerida | A(z)|<1 bajarilsin va boshqasida deyarli hamma yerida | A(z) [>1 bajarilsin. Bu

vaziyatda Beltrami tenglamasi o‘zgaradigan tip bo‘lishini aytamiz. Uning yechimlar to‘plamini
tavsiflaymiz. Beltrami tenglamasi o°‘zgaradigan tipini tadqiq qilish masalasini birinchi bo‘lib,
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L.IVolkovskiy qo‘ygan. f, = A"(z)f,(z) Klassik Beltrami tenglamasini o‘rganish bilan bog‘liq
bo‘lgan umumiy holda f, = A(z) f,(z) tenglamasini
A(z), |A(z)K1 da;
AD= L Appl da
A(2)
kompleks dilatatsiya bilan birgalikda o‘rganamiz.
1-teorema. Ixtiyoriy o’lchovli C kompleks tekislikdagi funksiya A(z):||A|l,<21 uchun
f, = A(z) f,(z) tenglamaning shunday yagona gomeomorf X (z) yechimi mavjud, bunda X yechim
0,1,0 qo‘zg‘almas nuqtalari tashlab ketiladi.

Ta’kidlash joizki, agar A(z) (| A(z)[<c<1) funksiya fagat D < C sohada ta’riflansa, u
holda uni butun C kompleks tekislikka davom ettirish mumkin, D sohaning tashqarisida A =0 bo’lsin
deb faraz gilamizki, teoremamiz ixtiyoriy D < C soha uchun to’g’ri bo’lsin.

2-teorema. f, = A(z)f,(z) tenglamaning barcha umumiy yechimlari to’plamini

f (z) = O(X (2)) bilan belgilanadi, bunda X (z) —teoremadagi gomeomorf yechim, F () — X (D)
dagi ¢ bo‘yicha golomorf funksiya. Bundan tashqari, F = f o X ™ golomorf funksiya o‘zigaxos f ga

saglangan tip bilan o‘tadi.
2.2.2-teoremadan kelib chigadiki, f A(z) —analitik funksiya ichki akslantirishlarni amalga
oshiradi, ya’ni u ochiq to‘plamni ochiq to‘plamga akslantiradi. Bu yerdan maksimum prinsipining

to*g‘riligi kelib chigadi: ixtiyoriy chegaralangan D — J soha uchun modul fagat chegarada maksimumga
erishadi:

| f(2)|< mggd f(z)], zeD.
yAS
Agar funksiya nolga aylanmasa, u holda minimum prinsipi o‘rinli bo‘ladi:
| f(2)>min| f(2)], zeD.
zeoD
3-teorema.Agar A(z) funksiya m marta differensiallanuvchi funksiyalar sinfiga tegishli
bo‘lsa: A(z) eC™(D), uholda f, = A(z)f,(z) tenglamaning ixtiyoriy f yechimi ham minimum
kabi bu sinfga tegishli bo‘ladi, ya’ni f e C™(D).
4-teorema (Koshi teoremasining analogi). Agar f(z) €0,(D)~C(D), bunda &D
chegarasi to‘g‘rilanuvchi bo‘lgan soha bo‘lsa, u holda J f (z)(dz + A(z)dZ) = 0 o‘rinli bo‘ladi.

oD
A(z) —analitik funksiyani o‘rganishda, A(Z)—antianalitik funksiya bo’lishida yadro katta

ahamiyatga ega:
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K(z;¢) = 1_ 1T (2.2.1)
27“2—4“+ J A(r)dz
7(z:¢)

buyerda, ¥(z;$) — &, Z € D nugtalarni tutashtiruvchi egri chizig yoki ¢ nuqtadan z nugtaga
boruvchi ixtiyoriy yo‘lni ¥(z;<) bilan belgilaymiz. Shunday gilib D soha bir bog‘lamli va /E\(Z) -
golomorf funksiya bo‘lsa, u holda 1(z)= j A(7)d7 integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmaydi, u

7(&32)

dastlabki holat 1'(z) = A(z) bilan to*g'ri keladi. Agar D = C soha bo‘lsa, u holda quyidagi teorema
o‘rinli.

5-teorema. K(z;{) vyadro z=¢ dan tashgari boshga nugtalarda A(z) —analitik funksiya
bo‘ladi, ya'ni K €O,(D\{). Shuningdek, K(z;<) uchun z = ¢ nugta birinchi tartibli qutb nugta
bo‘ladi.

1-tasdig. Agar D cJ soha qavariq bo‘lmasa, fagatgina bir bog’lamli bo’lsa, u holda

w(z;0)=2-¢+ I W)dr funksiya ham D sohada bir giymatli aniglanadi, ammo u boshqga
(7€)
yakkalangan nollarga ¢ 1w (z;8)#0, zeP=4,4,,4,:¢5;... ega bo‘lishi mumkin. Biroq
we0,(D), w(z;$)#0,z¢P dava K(z;¢) yadro D\ P da oddiy qutb ¢ :¢;458,:85:.
nugtalarda A(z) — analitik funksiya bo‘ladi.
2-teorema saglangan holda y(z;£) € O,(D) funksiya ichki akslantirishni amalga oshiradi.

Xususan, L(a;R):{|w(z;a)|=| Z—a+ I Mdr|< R} to‘plam D da ochiq to‘plamni
r(a;z)

ifodalaydi.Yetarlicha kichik R >0 larda u D da kompakt yotadi va Z nuqtani o‘z ichiga oladi. Bu
to‘plamni markazi a nuqtada bo‘lgan A(Z) —lemniskata deyiladi va L(a; R) kabi belgilanadi.
L ( a, R) lemniskata maksimum prinsipidan bir bog‘lamli va minimum prinsipidan u bog‘lamlilikni hosil
giladi.

Yuqorida ko‘rsatilgan A(Z) — analitik funksiyalarni fagat gavariq D < C sohalar uchun
ko‘rdik.

6-teorema(Koshi formulasi). D —J — qavariq soha va G < D — 0D chegarasi bo‘lakli

silliq bo‘lgan ixtiyoriy qism sohasi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy f(z)€O,(G)C(G) funksiya uchun

f(2)= [K(&:D) TS +AdL), 26 (222)
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formula o‘rinli.
7-teorema(Veyershtrass teoremasining analogi). Agar D sohadagi A(z) — analitik

funksiyalardagi
f(2)=1,2), 1,()€0,(D) (223)

gator bu sohaning ixtiyoriy kompakt qism to‘plamida tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
1. f(z) eO,(D);
2. (2.2.6) qator z bo’yicha hadlarini differensiallash mumkin:

Gf(2)=i8fn(z); éf(z):iéfn(z); DAf(z):iDAfn(z) (2.2.4)

3. (2.2.7.) gator D ning ixtiyoriy kompakt gism to‘plamida tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
Lemma(Shvarts lemmasining analogi). f €O,(L(a;R)), |f(z)KM va f(a)=0

bo‘Isin. U holda barcha z € L(@;R) lar uchun | f (z) |< % lw(z;a)| (2.2.5.) o‘rinli.

f(2)

Maksimum prinsipidan g(z) funksiya oL(@;r) da o‘zining maksimumiga erishadi. U holda
max | f(z)|:zeL(a;r) < M
lw(z;a)] r

Isbot. f(a)=0 bo‘lsa, u holda Q(z)=

€O,(L(a;R)), r<R fiksirlangan.

19(2) <

M M
- R intilganda limitga o‘tsak, |Q(z)[< F’ yani | f(z) K F |lw(z;a)|, barcha

zeL(a;r) vabarcha r <R lar uchun. Isbot tugadi.
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